Feladat 1. Hatdrozza meg izomorfia erejéig a 18 és a 36 elemii Abel-csoportokat,
és szemléltesse graffal, hogy mely 18 elemii dgyazhat6 be mely 36 elemiibe.

Megoldas: Az a kérdés, hogyan lehet felirni a 18-at és a 36-ot primhatvanyok
szorzataként. ElSbbit ketts, utébbit négyféleképpen: 18 =2-9=2-32,36 =4-9 =
4.32=22.9=122.32 [gy a 36 clemfi Abel-csoportok:

o 74 X Lo = Zsg, amibe bedgyazhatd Zo X Zg = Z1s, mert 36 rendii ciklikus
csoportnak van 18 elemfi ciklikus részcsoportja. A Zg x Z3 nem egyézhaté
be Zsg-ba, mert Zgg-nak csak két harmadrend(i eleme van (12 és 24), mig
Zo x Z3-nek nyolc ((0,z,y) minden (z,y) # (0,0) esetén harmadrendi).

o Z4xZ3, amibe bedgyazhat6 Zs x Z2 (példaul az (z,y,2) — (2z,vy, 2) injektiv
homomorfizmus), de Zqs nem, mert Zy x Zg—nek nincs 18 rendii eleme.

e 73 x Zg, amibe bedgyazhat6 Zy x Zg = Zys (példaul (1,1,1) rendje 18), de
7o x 7% nem, hiszen Z2 x Zg-ben is csak két harmadrendii elem van ((0, 0, 3)
és (0,0,6)).

e 73 x 72, amibe bedgyazhaté Zs x Z3 (példaul az (z,y,2) — (0,z,v,2)
injekt{v homomorfizmus), de Zis nem, mert Z3 x Z3-nek nincs 18 rendfi
eleme.

A graf:

236\/23 X Zg Zg X ngzg x 73
Z1s Ly x L3

Feladat 2. Igazolja, hogy az
As; > A5, o0 — (12)0(12)
az As csoport egy kiilsé automorfizmusa.

Megoldas: Legyen a leképezés . A v bijektiv, hiszen az (12)-vel val6 bal- és
jobbszorzas is bijektiv Ss-ben, ezek szorzata tehat egy bijektiv leképezés Ss5-On,
amire nézve Ay zart. A v homomorfizmus, hiszen 01,09 € Aj esetén

(o102)y = (12)0102(12) = (12)01(12) - (12)02(12) = 017 - 027.

Az kell még, hogy v nem belsé automorfizmus, vagyis hogy nincs olyan 7 € As
permutdcié, hogy minden o € As esetén oy = 7 'or. Egy ilyen 7-ra teljesiilne,
hogy

(7(12)) o (7(12)) = (12)7 tor(12) = (12)(07)(12) = (12)(12)0(12)(12) = o,
vagyis hogy 7(12) felcserélheté minden As-beli permutéciéval. Ezt viszont csak
az identitds tudja: az (12345)-tel csak akkor cserélhetd fel egy Ss-beli permutécio,
ha hatvdnya annak (gondoljunk a 3.3 Allitdsra: csak 6t permutédcidval lehet kon-
jugdlni (12345)-6t, hogy énmagét kapjuk vissza). Ugyanigy az (12354)-gyel csak a
sajat hatvanyai cserélhetéek fel, viszont csak az identitds az, ami mind a kettonek
hatvéanya.

Tehét 7(12) megegyezik az identitdssal, {gy 7 = (12), ellentmondva annak, hogy
T paros.

Feladat 3. Legyen G véges csoport, g € G. Mutassa meg, hogy
[AG|={heG: Ja€ AutG: ga=h}|-|{f € AutG: g8 = g}|.
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Megoldas: Legyen
Oy :={h € G: Jac AutG: ga = h},
ezt g pdlydjanak (orbit) szokds nevezni (az automorfizmuscsoportra nézve). Emel-
lett legyen
Fy:={fecAutG: g8 =g}
a g-t fixen hagyé automorfizmusok halmaza.
Minden h € Og-re létezik egy ap, € Aut G, amelyre gap, = h. Ekkor minden
B € Aut G-re
g8 =h & gB = gay (:)gﬁaglzg @ﬂa;IGFg & B e Fyap.
Ezért
{B e AutG : g8 = h}| = |F,],
és
|Aut G| = Zpeo, {8 € Aut G : g8 = h}| = Epeo, [Fy| = |Oy| - [Fyl.
Feladat 4. Adja meg a Dg csoport egy kiils6 automorfizmusat.

Megoldas: Legyen ¢ € Aut Dg. Ekkor o(ay) = o(a) = 8, igy ay € {a,a®,a’,a’}.
Mivel az {a,t} generdtorrendszere Dg-nak, {ap,tp} is az lesz. Igy ty tengelyes
tiikrozés.

Tehat a-nak négy, t-nek nyolc lehetséges képe van. Ezek a képek egyértelmiien
meghatarozzak a potencidlis automorfizmust: ha ap = a’ és ty = a’t, akkor minden
T és y esetén

L @tit, h iratl
(a"t)p = (ag)"(bp)? = a'(a/t)r = ¢ 0 % ¥ AT
a*®, ha y paros
Meg kell nézni, hogy ez mely (i,7) € {1,3,5,7} x {0,1,...,7} vélasztdsokra lesz
automorfizmus. Koénnyt latni, hogy mindig bijektiv lesz, és az is igaz, hogy mindig
homomorfizmus:

(awltyl . aw2ty2)(p — (awl i a(—l)ylwztyl . tyz)(p — (aw1+(—1)y1$2ty1+y2)¢ —

a' @+ (=" e2) it ha 4y 4y, paratlan
ai(m1+(—1)ylx2)7 ha Y1 + Y2 paros

; —1)Y14 ; ’ z
a1 iwatit ha gy péros, ys paratlan
a®1tig(=D" w2t ha yy péralan, yo paros

qir1ti (=" (i$2+j)7 ha y; és yo paratlan

— Y1, s 7
a®1q(=D" @2 ha 4y és y, paros

a'®1q?®2tit, ha y;, paros, y» paratlan
a®1tig~%2¢ ha y; paralan, ys paros
a1 +iq=(@2+)42 ha y; és yo paratlan
a™®1q™2, ha y; és ys paros
a™1q'®217¢, ha y; péaros, y» paratlan
iT1+] 4,022 < A
a’ _ta_ , ha y1 paralan, yo paros = (@™ (0™ )
a1 itg'®2 it ha y; és yo paratlan

a®1q*2  ha y; és ys péros
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A Dg centruma maésodrendii, ezért Dg-nak nyolc belsé automorfizmusa van. A
forgatasokkal valé konjugdlas a-t a-ba viszi, a tengelyes tiikrozésekkel valé kon-
jugélds pedig a’-be. Igy példaul az (i, j) = (3, 0) valasztassal kiilsé automorfizmust
kapunk.

Feladat 5. Legyen
G = [(4,-16),(-8,2), (12, -12)] < Z*.
frja fel Z?2 /G-t két nemtrividlis részcsoportja belsd direkt szorzatatként.

Megoldas: Végezziink Gauss-eliminaciét a megadott vektorokra:

4 —16 —60 0 12 0 12 0
-8 2 ~ -8 2 ~ -8 2 ~ -8 2
12 —12 -36 0 -36 0 0 0

A kapott métrix deterindnsa 24, ennyi lesz Z? /G elemszama:
G = [(125 0)7 (785 2)] = {(120’781)7 2b) L a, b S Z} = {(I7y) S Zz 02 | Y, 4 | x, 3 | $+y}
A direkt felbontést is ki lehet olvasni az elimindciés eljardssal kapott matrixbdl:

2?/G =(1,0)/G] x [(-4,1)/G].



